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摘要 

在模擬計算物體在流場中的水動力分析中，為了克服傳統 Hess-Smith 小板法因離散化而引起的幾何改變問

題，已有相關研究開始使用能更精準描述幾何曲面的非均勻有理 B-spline（NURBS）函數作為幾何近似。本研

究室先前已實現使用 NURBS 函數進行幾何描述的高階小板法，結合 Hughes 所發展之針對 NURBS 函數的最佳

化積分方法－半點法(half-point rule)，用於水動力分析。本次研究在該基礎上加入以 NURBS 函數作為物理場近

似的等參幾何法(IGA)，透過使用相同的 NURBS 形函數實現幾何與物理場的統一，並結合邊界元素法(BEM)來

求解勢流問題，進行浮體的水動力性能分析。 

在基礎 IGA 方法中，是以參數空間之節點向量作為積分區域劃分。而半點法(half-point rule)藉由 NURBS 函

數的連續性在跨單元上佈置積分點，可以用更少的積分網格與積分點描述物體的幾何形狀與物理場分佈，達成

加速分析流程與簡化計算步驟的效果。等參幾何法（IGA）將物理場使用描述幾何的同一個 NURBS 函數進行近

似，並透過將 NURBS 曲面控制點上的物理量內插到積分點上，避免了在源強度計算中，當場點和源點重疊時計

算所產生的格林函數奇異性。最後，透過浸沒球體與圓筒的算例，比對在 NURBS 函數控制值數量加密的狀況下，

在規則波中頻域的水動力係數有無收斂趨勢，初步驗證該計算方法的可行性。 

 

前言  

近年來隨著海洋工程領域發展與電腦的強大運

算能力，以數值模擬進行海洋工程工況模擬與評估

逐漸成為業界常態，而在流體模擬分析中，當浮體

在水中運動時，要考慮的水動力包含流體靜力、波

浪激振力以及輻射力，輻射力由水動力係數計算而

來。現有的商業軟體大多使用傳統的 Hess-Smith 小

板法計算水動力性能，然而小板法為線性單元，在

曲面上幾何的描述有所失真，為了修正該偏差必須

增加網格單元數量，產生大量積分點而大幅增加計

算成本。因此本研究目的為透過能統一並精準描述

幾何與物理場的等參幾何法 (IGA) ，結合利用

NURBS 函數單元連續性提出之半點法(Halfpint-rule)

優化積分法，建立一套不需要劃分網格與少量積分

點的快速水動力性能計算流程，並為後續進行浮體

幾何非線性運動分析之目標打下理論與程式基礎。 

流場速度勢為複雜的流體動力問題，為了求解

流場速度勢，Frank[3]在 1967 提出源點分佈法來求

解邊界問題的流體勢流，概念為利用格林函數在浮

體表面分佈等強度源點，利用邊界條件求解浮體表

面源強度並作積分求得勢流來計算流體動力係數，

Newman[4]進一步合併除物體表面邊界條件以外的

邊界條件，統合出自由表面格林函數，但在頻域中
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自由表面格林函數於零與無限頻率有奇異解，

Mackay[20]提出修正格林函數，新的函數在奇異處

與極限解一致，使其可應用至全頻域的分析上。

Hess 等人[1]在 1964 年提出了小板法，該方法將浮

體表面離散為複數四邊形小板，並在小板上佈置了

等強度的源點計算流體速度勢，小板法後來也被廣

泛運用在各種三維的勢流問題中。在源點分佈法中，

當場點和源點位置重疊時，格林函數會趨近無窮大

並產生奇異點，為了避免奇異點，Liu 等人[5]以及 

Eatock Taylor 等人[7]將場點以高斯積分點代替，並

利用等參化投影的概念，將母空間的積分點映射到

物理空間的四邊形小板上，可以較多的高斯積分點

提升計算精度。Cao 等人[6][18]開發了一種去奇異

技術，將源點放置在場點上方，避免了點位重合造

成的格林函數奇異積分的問題。Chen[16]在研究中

推導出，當朗肯源點和場點位於同一面板時，1/r 在

面板上的積分是可積的。  

NURBS函數為現今描述和電腦建模的標準工具，

能精準的描述複雜幾何與無理數多項式，因此被廣

泛使用在幾何近似上，如 Ren 等人[11]在 2008 年使

用 NURBS 函數精確描述半潛式濕表面，從而提高

了 水 動 力 計 算 的 精 度 ， 以 及 在 2013 年 被

Belibassakis[14]等人運用在小板法中，處理船舶的

波浪阻力問題。基於 NURBS 函數， T.J.R. Hughes 



 

 

等人[10]於 2005 年所提出等參幾何法，後續等參幾

何法是建立在有限元素法的架構下，傳統網格法需

要劃分較細緻的網格，才能在複雜幾何形狀得到較

精 準 的 答 案 ， 而 等 參 幾 何 法 的 物 體 表 面 以

NURBS(non-uniform rational b-splines)作為近似形函

數，透過統一幾何與物理場描述省去網格繪製時間

且能精準分析幾何形狀複雜的結構體。由於源點分

配法需要計算大量點與點間的函數，減少配置點數

可大幅降低成本，本計畫藉由 NURBS 函數的幾何

連續性，引入 Hughes[12]在 2010 年提出的半點法

(half-point rule)減少高斯積分點數量來節省計算時間，

Rypl[13]的研究也驗證了半點法可透過減少積分點

而有效節省計算時間，解決隨時間更新水動力係數

的耗時問題。 

本文以 NURBS 函數作為物理場近似的等參幾

何法(IGA)，透過使用相同的 NURBS 形函數實現幾

何與物理場的統一，引入半點法用更少的積分網格

與積分點描述物體的幾何形狀與物理場分佈，後

續統稱為 IGA 半點法。以該方法結合邊界元素法

(BEM)來求解勢流問題，進行浮體的水動力性能分

析，最後，透過浸沒球體與圓筒的算例，比對在

NURBS 函數控制值數量加密的狀況下，在規則波

中頻域的水動力係數有無收斂趨勢，初步驗證該

計算方法的可行性。 

等參幾何法用於浮體運動分析  

1. 流體動力學 

本研究採用線性流體動力學理論，考慮輻射波

以及衍射波來描述流體和結構互制的行為，在勢流

理論的基本假設下，流場速度勢  需滿足拉普拉斯

方程式(Laplace equation) 

 

 ( )2 0x, y,z,t =   (1) 

 

對於浮體的流場來說，其速度勢可分為入射勢、輻

射勢與衍射勢，後兩者可統合成擾動勢。經上述分

類轉換，式(2)為波浪的總速度勢。 
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其中
 為波浪未受浮體擾動影響的入射勢、 rj 為浮

體運動產生的輻射勢、
d 為波浪穿過浮體後，反射

所產生的衍射勢。 

此外，流場域內的速度勢需滿足以下邊界條件，

包含自由液面邊界條件 (Linear free surface equa-

tion)(3)、物體表面邊界條件 (Body surface condi-

tions)(4)(5)、底部表面邊界條件(Seabed surface con-

dition)(6)以及遠場波浪輻射條件(Far field radiation 

conditions)(7)  
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其中 k=1,2,…,6代表輻射問題的六個自由度(1到 6分

別為縱移、橫移、起伏、橫搖、縱搖和平擺)，k=d

時代表衍射問題。為了解決上述控制條件的流體速

度勢，本研究引入自由表面頻域格林函數，該格林

函數代表一單位脈動源流，此源流滿足拉普拉斯方

程式(Laplace equation)，也滿足自由液面邊界條件

(3)、底部表面邊界條件(6)、遠場波浪輻射條件(7)，

如下列所示： 

 

 ( ) ( )( )( )2G x x' y y' z z, 'p,q  = − − −   (8) 

 

其中 ( )p x,y,z= 為場點位置、 ( )x', y 'q ',z= 為源點

位置。本研究使用的格林函數參考了 Mackay[20]研

究之式(9)格林函數，該格林函數消除了額外於零與

無限頻率定義格林函數的必要性，使其可應用於全

頻域上。 
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圖 1  格林函數之空間參數定義 

式(9)中的 J0 為 Bessel function 第一類解，r1 為場點

到源點的距離、r2 為場點到源點的水面鏡射點距離，

其中 v 為波頻率 ω 和波數 k0之間的關係。利用格林

定理，並引入平均濕表面上的源分佈，衍射波和輻

射波的速度勢 可表示為濕表面上的源強度 和格

林函數的乘積，如式(14)所示：  

 ( ) ( ) ( )
0

1

4
kk

S
Gp q p,q , dS  


=    (14) 

其中 S0 為浮體的水下濕表面積，場點和源點都位於

浮體表面上。而濕表面上的源強度可以由式(4)給出

的浮體表面邊界條件，經由式(15)求得。在本研究

中，格林函數的導數利用式(16)插分求得，如圖 2所

示。 
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圖 2  格林函數導數求解示意圖 

已知流體的速度勢後，可透過式(17)到式(19)求出表

面的流體動壓力： 
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其中 jF 為入射波力、 djF 為衍射波力、
6

1

rjk k

k

F x
=

 為

輻射波力即水動力，將 rjkF 拆為實部 Ajk和虛部 Bjk，

其分別代表式(21)之附加質量與式(22)之輻射阻尼，

即為本研究目標之水動力係數。 
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2. B-spline 與 NURBS 函數 

B-spline 函數是由 B-spline 基函數線性組合之

多項式曲線函數，透過式(23)之遞增實數組合之節

點向量 建構出參數空間的座標。在節點向量的組

成中分為兩種形式，分別為開放式節點向量(open 

knots)與非開放式節點向量(non-open knots)，開放節

點向量的規則為第一個及最後一個節點重複 p+1 次，

並 在 此 頭 尾 兩 個 節 點 上 有 Kronecker  特 性

(Kronecker delta property)，反之則稱為非開放節點

向量。而在電腦輔助設計中，大多採用開放式節點

向量寫入標準文件，因此本研究使用的節點向量亦

採用開放式節點向量。式(24)為 B-spline 基函數，

透過式(25)即可遞迴求得所需階數之 B-spline 函數，

而 B-spline 基函數的微分則可透過式(26)處理，其

中
i  代表節點向量中第幾個節點， p 代表基函數

的階數，  為代入之參數空間座標，開放式節點

向量構建之各階 B-spline 函數範例如圖 3 所示。最

後，將 B-spline基函數與真實空間之控制點組合，

即可內插出貼合曲線/面的任意位置座標。 
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圖 3  開放式節點向量之二階 B-spline 函數示意圖 

NURBS 函數是由 B-spline 函數進一步發展而成，

對每個控制點如式 (28)引入權重，因而推導出之

NURBS 函數與幾何曲線分別為式(29)和式(30)，而

二維參數空間之 NURBS 函數與幾何曲線則為式(31)

與式(32)。透過上述操作，NURBS 函數能如圖 4 所

示，進一步近似非有理多項式與複雜幾何。 
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圖 4  B-spline 與 NURBS 對圓形描述之比較 

3. 等參幾何法(IGA) 

傳統等參幾何法將空間分為物理空間 xyz、參數

空間 uv 與高斯空間 rs，參數空間為節點向量張出的

空間，等參幾何法將幾何場與函數場均建立在參數

空間中，再透過 NURBS 函數配合控制點(control 

point)將參數空間投影至物理空間中，而高斯空間則

是作為參數空間中單元的積分投影。可將網格分為

控制網格(control mesh)和物理網格(physical mesh)，

其中控制網格是由控制點所組成，物理網格和元素

則跟有限元素法中的一樣，但節點值需透過NURBS

函數將控制點投影回物理網格上，因此在等參幾何

法中所求的解為控制點值並非求解網格上的節點值，

在等參幾何法中，各空間、網格和單元的關係如圖 

5 所示。 

 

 

圖 5 等參幾何法中近似關係圖[10] 

因為透過式(4)已知確切點位的物體表面邊界條

件，本研究使用的權重殘差之數值方法為配點法

(collocation point method)，強制使配點符合控制方

程式之強形式。由於等參幾何法的控制值對配點位

置較為敏感，配點位置需要機制挑選，而 Greville

於 1964 年的研究中提出透過節點向量內插出

NURBS函數最大值在參數空間建立之配點法對求解

之控制值有可靠的收斂性與穩定性，並且算法簡單

直觀且可控，在二維參數空間中，其規則如式(33)

所示。 

 

 
( )

( )
1 2

1 2

' ... / 1,2,...,

' ... / 1,2,...,j
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p i n

q j m

   

   

+ + +

+ + +

= + + + =
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 (33) 

 
本研究引入等參幾何法求解勢流問題，求解水

下濕表面控制點的速度勢控制值。將式(33)之配點

投影至物理空間中做為場點，以選定之積分規則積

分點作為源點，使用等參幾何法將式(15)與式(14)改

寫為式(34)與式(35)，首先構建線性系統求解未知源

強度控制值 ，將控制值透過 NURBS 函數內插至

貼合曲面的積分點上，求得積分點之六自由度速度

勢
jk ，最後透過式(36)數值積分求得該系統之水動
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力係數。下列式(34)到(36)中， p 為配置之場點， q

為將積分點視為源點， ,  為參數空間座標，

( )det J  為參數空間至物理空間的 Jacobian 投影， w  

為積分規則之權重，
kn 為點位於幾何曲面上的六自

由度法向量分量。 
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4. 半點法積分規則 

Hughes[12]指出對於 B-spline函數，精準的高斯

積分不一定是最佳的積分方法，因為高階的NURBS

函數和 B-spline 在跨單元邊界上有一定的平滑度，

因此在同一網格下，和 C0 連續性的有限單元相比，

其基函數(base function)和自由度數量較少。對上述

概念以簡單範例作說明，假設[-1,1]由兩個單元[-1,0]

和[0,1]組成，在每個單元上的基函數為二次多項式，

並且在{0}處沒有連續性。定義在[-1,1]的基函數由

下列六條函數組成，如下列所示：  
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圖 6 在區間[-1,1]上的 C-1(不連續)二次多項基函數

[12] 

在{0}處沒有連續性時，最優積方方法為在[-1,1]之

間的兩個單元都採用 2 點高斯積分，因此總共有四

個積分點。若考慮{0}處符合 C0 連續性，則基函數

2 因不符合 C0連續性而被刪除，此時剩下五個基函

數，積分點為三點，其積分點位置ξ和權重 w 分別

為{ξ;w}={-2/3, 0, 2/3; 3/4, 1/2, 3/4}。若考慮 C1連續

性時，則基函數
4 因其在 0 處的一階導數不同而消

除，此時剩下四個基函數，積分點為兩點。下列整

理了 p 階函數在考慮 Ck連續性時，其最佳的積分點

數量如圖 7 所示。而因為 p 階 NURBS 函數具備 Cp-1

連續性，因此可利用上述概念減少積分點數量。 

 

 
圖 7 在區間[-1,1]上精確積分具備 Ck連續性的 p

階分段多項式所需的積分點數(-1≦k≦p-1) [12] 

 

數值算例  

本文以浸沒球體與圓柱作為初步算例驗證，球

體算例比對解析解與 Chen[7]之小板法結果，浸沒圓

筒則使用 23664 個小板的 Ansys AQWA 頻域分析結

果作為解析解，比對各頻域之水動力係數趨勢。 

1. 球體算例 

首先以球體的附加質量與解析解做比較。由於

球體相對於質心的三個正交軸對稱，因此所有的附

加慣性矩(例如：A44、A55)均為零， 並且縱移、橫

移以及起伏的附加質量(A11、A22、A33)數值相同，

如式(43)所示。無因次化的附加質量如式(44)所示。

球體半徑為 1 公尺，海床深 1000 公尺，浸沒水面下

10 公尺，使用小板法的 AQWA 球體模型與結果參

考自 Chen 等人[9]的研究，每個小板自帶 1 個積分

點。IGA 引入半點法的模型使用 Rhino 建模，由六

個 NURBS 曲面組成，以每個曲面帶有的控制點數



 

 

量分為三個模型，分別為 16 個控制點、25 個控制

點、36個控制點，半點法積分總點數分別為 54點、

96 點、150 點。透過表 1 與表 2 間的比較，可以觀

察到半點法 IGA 僅需些許加密即可和小板法有相同

誤差，計算效率有顯著的增加。 

 
3

11 22 33

2

3
A A

a
A


= = =   (43) 

 
3

11

11 22 33

3
' ' '

4

A
A A A

a
= = =   (44) 

 

圖 8  小板法與 NURBS 球體建模 

 

圖 9  曲面控制點 = 16 之球體場點源點分布 

 

圖 10  曲面控制點 = 25 之球體場點源點分布 

 

圖 11  控制點 = 36 之球體場點源點分布 

表 1  半點法 IGA – 浸沒球體之無因次化附加質量 

Number of inte-

gration point 

A11’ Error(%) 

54 0.464 7.2 

96 0.475 5.0 

150 0.487 2.6 

Theory 0.5 - 

 

表 2  小板法 – 浸沒球體之無因次化附加質量 

Number of inte-

gration point 

A11’ Error(%) 

294 0.523 4.6 

600 0.517 3.5 

1656 0.513 2.6 

Theory 0.5 - 

 

2. 圓筒算例 

圓筒算例的模型尺寸如圖 12 所示，海床深 50

公尺，頻域範圍為 0.1~3.14 (rad/s)，總共 20 個頻率。

IGA模型由 9個 NURBS曲面組成，同球體依單一曲

面控制點數分為三個模型，分別為 16 個控制點、25

個控制點、36 個控制點，比對的參數為縱移、橫移

以及起伏的附加質量(A11、A22、A33)與輻射阻尼

(B11、B22、B33)，取 Ansys AQWA 分析 23664 個

小板的分析結果作為解析解，附加質量如圖 16 至圖 

18 所示，輻射阻尼如圖 19 至圖 21 所示，與 AQWA

結果之平均相對殘差如表 3 所列，附加質量有一常

數偏差，而輻射阻尼貼合曲線並具收斂性，推測是

因使用的自由表面格林函數不一致使其產生不同的

結果。 
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圖 12  圓筒浮體幾何 

 

圖 13  曲面控制點 = 16 之圓筒場點源點分布 

 

圖 14  曲面控制點 = 25 之圓筒場點源點分布 

 

圖 15  曲面控制點 = 36 之圓筒場點源點分布 

 

圖 16  圓筒算例 – A11 頻域附加質量分布 

 

圖 17  圓筒算例 – A22 頻域附加質量分布 

 

圖 18  圓筒算例 – A33 頻域附加質量分布 



 

 

 

圖 19  圓筒算例 – B11 頻域輻射阻尼分布 

 

圖 20  圓筒算例 – B22 頻域輻射阻尼分布 

 

圖 21  圓筒算例 – B33 頻域輻射阻尼分布 

 

表 3  不同控制點案例之相對殘差 

 A11 A22 A33 B11 B22 B33 

u:4 

v:4 
8% 8% 4% 14% 14% 7% 

u:5 

v:5 
8% 7% 5% 6% 6% 3% 

u:6 

v:6 
7% 7% 5% 3% 3% 2% 

結論與展望 

透過以上研究結果，可得以下之結論： 

1. 本研究初步成功結合半點法積分規則與等參幾

何法，透過配點法求解出未知源強度控制值，

進而內插出NURBS曲面上之流體速度勢，求解

出系統水動力係數。 

2. 從球體算例比較中，IGA 半點法僅需極少積分

點即可達成小板法之精準度，計算成本相對大

幅下降。 

3. 在圓筒算例中，附加質量與小板法的解有些許

常數偏移，但是輻射阻尼項卻貼合小板法並表

現出收斂性，推測為使用之自由表面格林函數

與 AQWA 之小板法不一致所致。 

未來預計使用 IGA 半點法進行更深更廣泛的應用，

挖掘該方法的可能性，諸如： 

1. 使用 IGA 半點法分析其他複雜幾何問題，於不

同狀況下之運算效率、收斂性問題統計。 

2. 分析隨時域波浪變化之物體表面的非線性分析，

由於需要隨時域動態更新浮體水線面積，應用

IGA 半點法加速水動力係數之運算效率 

3. 使用 IGA 半點法計算出流體水動壓，執行流固

耦合分析，建構一條龍的浮台模擬與設計評估

流程。 
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ABSTRACT 
 

In the simulation and analysis of hydrodynamic behavior of floating objects in a flow field, recent studies have 

started using Non-Uniform Rational B-Spline (NURBS) functions, which can more accurately describe geometric sur-

faces, as a geometric approximation, in order to overcome the geometric distortion issue caused by the traditional Hess-

Smith panel method due to discretization. Our previous work implemented a higher-order panel method using NURBS 

for geometric description, combined with Hughes' optimization integral method for NURBS - the half-point rule, for 

hydrodynamic analysis. In this study, we incorporate Isogeometric Analysis (IGA) using NURBS as the physical field 

approximation, building upon the foundation of the NURBS-based geometric approximation. We use the same NURBS 

for both geometry and physical field in a unified manner. Additionally, we combine the Boundary Element Method 

(BEM) to solve potential flow problems, analyzing the hydrodynamic performance of floating objects. 

In the IGA method, the integral domain is partitioned based on the knot span vector. The half-point rule arranges 

integration points across elements using the continuity of NURBS, enabling the description of object geometry and 

physical field distribution with fewer integration grids and points, thereby accelerating the analysis process and sim-

plifying computational steps. IGA approximates the physical field using the same NURBS that describes geometry, 

and interpolates physical quantities from NURBS surface control points to integration points, avoiding singularities in 

Green's function computation when field points overlap with source points. Finally, through numerical examples in-

volving submerged spheres and cylinders, we compare the convergence trends of hydrodynamic coefficients in the 

frequency domain under increased NURBS control point density, preliminarily validating the feasibility of this com-

putational approach. 
 


